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1. Обобщенная теорема 
В выпуклом замкнутом множестве 2Q R⊂  рассматривается следующая 

система 
( )xx f xτ=& ,  (1) 

где ( )x f xτ  – проекция вектора ( )f x  на ( )QT x  – касательный конус к Q  в точке 
x  (см. [1]). Теперь обобщенная теорема формулируется следующим образом. 

Пусть выполнены следующие условия: 
2:f Q R→  – липшищева функция;  (2) 

2Q R≠  – выпуклое замкнутое множество;  (3) 
* intx Q∈ ;  (4) 
( ) ( )Qf x N x∉  при *x x≠ ,  (5) 

где ( )QN x  – нормальный конус к Q  в точке x (см. [1]); 

( ) ( )* *( ), ( ) ,B x x f x x xµ− ≥ −   (6) 
где B  – некоторая симметрическая положительно определенная матрица,  

µ  – непрерывная функция, ( ) 0aµ >  при 0a > ; 

( ) 2* *
0( ), ( )f x C x x x xυ− ≥ − ,  (7) 

где 0 0υ >  и 2

1

x
Cx

x
− 

=  
 

. 

Тогда система (1) имеет единственную замкнутую проекцию, которая 
орбитально устойчива и в которую вливаются при t → +∞  траектории всех 
решений данной системы. 

Доказательство. Сначала заметим, что справедливы следующие соотно-
шения:  

*
*( ) ( )Q Q x

N x N x x
−

= −   (8) 
и  

*
*( ) ( )Q Q x

T x T x x
−

= − .  (9) 
Нетрудно видеть, что соотношение (8) вытекает из определения нормаль-

ного конуса. Действительно,  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) *
* * * *

( ) , 0

, ( ) , 0 ( ).
−

∈ ⇔ ∀ ∈ − ≤ ⇔  
 ⇔ ∀ = − ∈ − − − = ≤ ⇔ ∈ − 
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Соотношение (9) непосредственно следует из (8). 
Для доказательства этой обобщенной теоремы сделаем замену перемен-

ных. Положим 
*:z x x= −  и *( ) : ( ) ( )F z f x x f x= + = .  (10) 

Отсюда вытекает, что если x Q∈ , то *z Q x∈ − . С помощью (10) и (8) не-
трудно проверить, что все условия теоремы о существовании и единственности 
предельного цикла (см. [2]) выполнены для функции ( )F z , *z Q x∈ −  и, тем са-
мым, доказана эта обобщенная теорема. 

2. Пример применения обобщенной теоремы 
2.1. Постановка задачи 
Пусть множество 2Q R⊂  – выпуклый четырехугольник, вершинами кото-

рого являются следующие точки: 1 ,bX b
k

 =  
 

; ( )2 0,0X = ; ( )3 ,X a ka= −  и 

( )4 ,X a b= − , где , , 0a b k >  и b ak> . Определим следующие единичные векторы: 

2 2

1 2 3

2 2

11 1; ;
1 1 0

1 1

k k
k kn n n

k k

−   
    − + +   = = =     − −  
   

+ +   

 и 4

0
1

n  
=  

 
. 

Нетрудно видеть, что множество Q  можно представить в виде пересечения 

четырех полупространств ( )1,4iQ i = , где полупространство iQ  является мно-

жеством векторов 2x R∈ , удовлетворяющих неравенству ( ), 0i in x X− ≤ . На 
этом множестве Q  рассматривается система (1), в которой *( ) ( )f x A x x= − , где  

, , , 0
a

A
ε

α β ε
ε β

− 
= > 

 
; 

*
1*
*
2

int
x

x Q
x

 
= ∈  

 
,  

следовательно, 
*
1

ba x
k

− < <  и * *
1 2k x x b< < . (11) 

Вопрос заключается в том, при каком условии на положительное число ε  
все условия обобщенной теоремы для системы (1) будут выполнены. 

2.2. Теорема о замкнутой траектории 
Существует такое положительное число 0ε , что для любого 0ε ε>  сис-

тема (1) имеет единственную замкнутую траекторию, которая орбитально 
устойчива и в которую вливаются при t → +∞  траектории всех решений дан-
ной системы. 

Доказательство. Заметим, что в силу определения множества Q  и функ-
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ции ( )f x  безусловно будут выполнены условия (2) – (7). При этом, в условии 
(2) константой Липшица функции f  является величина  

{ }2 2 2 2max ,L α ε β ε= + + .  (12) 

Легко видеть, что независимо от ε  условие (6) будет выполнено. Действи-
тельно, в (6) в качестве симметричной положительно определенной матрицы B  
возьмем единичную двумерную матрицу, тогда 

( )
* * *

1 1 1 1 2 2*
* * *

2 2 1 1 2 2

( ) ( )
( ), ( ) ,

( ) ( )
x x x x x x

B x x f x
x x x x x x

α ε

ε β

    − − − −
− =         − − + −    

 

и, следовательно, 
( )* * 2 * 2

1 1 2 2( ), ( ) ( ) ( )B x x f x x x x xα β− = − + − . 
Отсюда вытекает, что 

( ) { } 2* *( ), ( ) min ,B x x f x x xα β− ≥ − , 

где * * 2 * 2
1 1 2 2( ) ( )x x x x x x− = − + − . 

Теперь найдем ε  так, чтобы было выполнено условие (7). 

( )
* * *

1 1 2 2 2 2*
* * *

1 1 2 2 1 1

2* * *
1 1 2 2

( ) ( ) ( )
( ), ( ) ,

( ) ( )

( )( )( ) ,

a x x x x x x
f x C x x

x x x x x x

x x x x x x

ε

ε β

ε β α

    − − − − −
− = =        − + − −    

= − − − − −

 

следовательно,  

( ) 2* *( ), ( )
2

f x C x x x x
β α

ε
 − 

− ≥ − ⋅ − 
 

. 

Поэтому нетрудно видеть, что условие (7) выполнено, если 

1:
2

β α
ε ε

−
> = .  (13) 

Нам остается найти условие на ε  для того, чтобы (5) было выполнено. За-
метим, что если intx Q∈ , то условие (5) безусловно выполнено. Пусть x  лежит 
на границе этого множества. На стороне 1 2X X , являющейся частью прямой 

( ) 1 2
1 1 2
: , 0

1
kx xd n x

k
−

= =
+

, вычислим скалярное произведение ( )1( ),f x u , где 

1

1
u

k
 

=  
 

 – направляющий вектор этой прямой 

( )
* *

1 1 2 2
1 * *

1 1 2 2

( ) ( ) 1
( ), ,

( ) ( )
a x x x x

f x u
kx x x x

ε

ε β

 − − −   
=      − + −    

. 

Следовательно, 
( ) 2 * * * *

1 1 2 1 1 2( ), ( ) ( ) ( )f x u k x x kx x kxα β ε α β= + + − − + . 
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Отсюда вытекает, что на прямой 1d  ( )1( ), 0f x u =  только в одной точке, 
первая координата которой равна  

* * * *
2 1 1 2

1 2

( )x kx x kxx
k

ε α β
α β

− − + +
=

+
. 

Поэтому на 1 2X X  условие (5) будет верно, если  
* * * *
2 1 1 2

2

( ) 0x kx x kx
k

ε α β
α β

− − + +
<

+
; 

из этого и неравенства (11) следует, что  
* *
1 2

2* *
2 1

:x kx
x kx

α β
ε ε

+
> =

−
.  (14) 

Аналогично, на сторонах 2 3X X , 3 4X X  и 4 1X X , соответственно, вычислим 
скалярные произведения ( )2( ),f x u , ( )3( ),f x u  и ( )4( ),f x u , где  

2 3

1 0
,

1
u u

k
−   

= =   
   

 и 4

1
0

u  
=  

 
. 

В результате вычисления получим, что  
( ) 2 * * * *

2 1 2 1 1 2( ), ( ) ( )f x u k x x kx x kxα β ε α β= − + − + + − ; 
( ) * *

3 2 1 2( ), ( )f x u x a x xβ ε β= − + − ; 
( ) * *

4 1 2 1( ), ( )f x u x b x xα ε α= − − − . 
Нетрудно видеть, что условие (5) будет выполнено на сторонах 2 3X X , 

3 4X X  и 4 1X X , если, соответственно, верны следующие неравенства: 
* * * *
2 1 1 2

2

( )x kx x kx a
k

ε α β
α β

+ − +
− < −

+
; 

* *
1 2( )a x x bε β
β

+ +
> ; 

* *
2 1( )b x x b

k
ε α

α
− +

> . 

Отсюда и из неравенства (11) вытекает, что 
2 * *

1 2
3* *

2 1

( ) :a k x kx
x kx

α β α β
ε ε

+ + −
> =

+
;  (15) 

*
2

4*
1

( ) :b x
a x

β
ε ε

−
> =

+
;  (16) 

*
1

5*
2

( ) :
( )
b kx

k b x
α

ε ε
−

> =
−

.  (17) 

Из (13) – (17) следует, что если { }0 1,5
max ii

ε ε
=

= , то для любого 0ε ε>  все ус-

ловия в обобщенной теореме будут выполны и, тем самым, доказана теорема о 
замкнутой траектории. 

2.3. Эксперименты численного анализа 
Приведем результаты некоторых экспериментов численного анализа, про-

веденных с помощью программы Mathematica 7.0 и гладкой модели (см. [3]) для 
системы (1). Для этого возьмем 0.5a = , 1.5b = , 3k = , 0.1α = , 0.2β =  и 
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*

0
1

x  
=  

 
, после этого можно найти 0 0.34641ε =  (см. доказательство теоремы о 

замкнутой траектории). 
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Рис. 1. Замкнутая траектория 
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Рис. 2. Незамкнутая траектория 
 
Если возьмем 00.35641ε ε= > , то решение системы (1), удовлетворяющее 

начальному условию  
0 0( )x t x Q= ∈   (18) 

имеет замкнутую траекторию. На рис. 1 изображены траектории решений, 
удовлетворяющих разным начальным условиям. Из этого рисунка следует вы-
вод: при 0ε ε>  все траектории втекают в одну единственную замкнутую траек-
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торию, лежащую в множестве Q . 
Если возьмем 00.24641ε ε= < , то на множестве Q  решение системы (1) с 

начальным условием (18) не имеет замкнутой траектории (см. рис. 2). 
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Для описания поведения социально-экономических показателей во време-
ни используется математические модели временных рядов, основной целью по-
строения которых является расчет прогнозных значений изучаемого показателя. 
Наличие структурных изменений временного ряда свидетельствует о том, что 
на изучаемый показатель влияют неслучайные факторы, что в свою очередь 
приводит к изменению параметров модели временного ряда. 

Наиболее распространенными способами проверки временных рядов на 
структурную стабильность являются: тест Чоу, предсказательный тест Чоу, 
CUSUM тест, CUSUMSQ тест, рекурсивный тест и тест Хансена [1]. Точность 
результатов представленных выше тестов сильно зависит от качества подоб-
ранной модели временного ряда. 

Исходя из этого, предлагается подход к определению структурных изме-
нений временного ряда, основанный на расчете и анализе точечных и интер-
вальных оценок его числовых характеристик. В качестве предпосылки приме-
нения такого подхода выступает понятие стационарности временного ряда в 
широком смысле [2]. Временной ряд является стационарным в широком смыс-
ле, если для него выполнены следующие условия: 

µ=)(XM ;   (1) 
2)( σ=XD ;   (2) 

)(),( ττ yXXCov tt =+  для любых t и τ,  (3) 
где )(XM - математическое ожидание величины X ; )(XD  - дисперсия величи-
ны X ; ),( 1+tt XXCov - ковариация между величинами tX  и 1+tX . 

Данный подход подразумевает использование понятия скользящего окна. 
Под скользящим окном в данном случае понимается временной интервал, со-
держащий определенное количество значений изучаемого показателя, который 
смещается по временной последовательности на единицу наблюдения.  


